
Μαθηµατικά  Γ'Λυκείου 
Ανάλυση 
Θεµελιώδη θεωρήµατα του απειροστικού λογισµού 

Άσκηση 7 

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ],α β , τότε η συνάρτηση 
x

g(x) f (t)dt
α

= ∫  µε α≤x≤β είναι 

παραγωγίσιµη στο [ ],α β  και ισχύει g (x) f (x)′ = . 

Απόδειξη 
Αν x, x+h µε h>0 (όµοια εργαζόµαστε αν h<0) ανήκουν 
στο ( ),α β , τότε  

x h x
g(x h) g(x) f (t)dt f (t)dt
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+ − = −∫ ∫  
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f (t)dt f (t)dt f (t)dt
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= + −∫ ∫ ∫
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f (t)dt

+
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Εφόσον h≠0 έχουµε 
x h

x

g(x h) g(x) 1 f (t)dt
h h

++ −
= ∫  (1)   

Επειδή η f συνεχής στο [ ]x, x h+ , από το θεώρηµα των 

ακραίων τιµών υπάρχουν κ, λ στο διάστηµα [ ]x, x h+  
ώστε f ( ) mκ = και f ( ) Mλ = , όπου τα m και M είναι το 
ολικό ελάχιστο και το ολικό µέγιστο της f στο [ ]x, x h+
. 

Από γνωστή ιδιότητα ισχύει 
x h

x
m.h f (t)dt M.h

+
≤ ≤∫  

x h

x
h.f ( ) f (t)dt h.f ( )

+
⇔ κ ≤ ≤ λ∫  

x h

x
f (t)dt

f ( ) f ( )
h

+

⇔ κ ≤ ≤ λ∫
  (1) g(x h) g(x)f ( ) f ( )

h
+ −

⇔ κ ≤ ≤ λ  (2)  

Αν h 0+→ , επειδή x≤κ≤x+h και x≤λ≤x+h θα έχουµε 
0+κ →  και 0+λ → . 

Εφόσον f  συνεχής στο [ ],α β , άρα και στο x θα έχουµε 

h 0 x
lim f ( ) lim f ( ) f (x)

+ +→ κ→
κ = κ =  και 

h 0 x
lim f ( ) lim f ( ) f (x)

+ +→ λ→
λ = λ =   

Από την (2) και το θεώρηµα της παρεµβολής  θα έχουµε 
h 0

g(x h) g(x)lim f (x)
h+→

+ −
= .  

Όµοια, αν h<0 θα έχουµε 
h 0

g(x h) g(x)lim f (x)
h−→

+ −
=

        

∆ιδακτική Προσέγγιση 
Ζητάµε από τους µαθητές να διαβάσουν την 
εκφώνηση του θεωρήµατος και να προσπαθήσουν 
να εξηγήσουν τι είναι αυτό που τους ζητείται να 
βρουν, ποιες βασικές µαθηµατικές έννοιες 
περιέχονται στα δεδοµένα και το ζητούµενο, πως 
µπορούν να προσεγγίσουν και να ερµηνεύσουν 
διαφορετικά τα δεδοµένα και το ζητούµενο (π.χ. 
το ορισµένο ολοκλήρωµα ως εµβαδό) και, τέλος, 
µε βάση τη θεωρία των βασικών µαθηµατικών 
εννοιών που εµπλέκονται, να προσπαθήσουν να 
τις συνδέσουν µεταξύ τους. 

 Βασικά σηµεία αναφοράς: 

∆εδοµένα: 

- Η f είναι συνεχής στο [α,β]  από τη θεωρία 
είναι ολοκληρώσιµη 

- Η συνάρτηση g δίνεται ως ορισµένο 
ολοκλήρωµα  γεωµετρικά παριστάνει εµβαδό 

Ζητούµενα: να δειχτεί ότι η g είναι παραγωγίσιµη 
στο [α,β] και να βρεθεί ο τύπος της g'. 

∆ιαπραγµάτευση: 

Προσπάθεια διαισθητικής προσέγγισης 
(διαδικασία ανάδροµης πορείας προς τη λύση) 

Η g παραγωγίσιµη στο [α,β]  η g παραγωγίσιµη 
στο τυχαίο αλλά σταθερό x του (α,β) – αφήνοντας 
ξεχωριστά την παραγωγισιµότητα  της g στα άκρα 
α, β για το τέλος  ορισµός  διαφορά g(x+h)-
g(x) διαφορά εµβαδών  εµβαδό της διαφοράς 

 νέο ορισµένο ολοκλήρωµα της f  όταν h 
αρκετά κοντά στο x το µικτόγραµµο εµβαδό που 
παριστάνει το νέο ολοκλήρωµα προσεγγίζεται 
από ορθογώνιο µε εµβαδό h.f(x) για την 
ανάγκη δηµιουργίας του λόγου µεταβολής 
διαίρεση µε h (διακρίνω περιπτώσεις h>0, h<0) 
ζητούµενο.  
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Τελικά 
 h 0

g(x h) g(x)lim f (x) g (x) f (x)
h→

+ − ′= ⇔ = . 

Αν x=α ή x=β τότε πάλι ισχύει το ζητούµενο και οι g ( ), g ( )′ ′α β  είναι οι παράγωγοι από τα δεξιά και 
τα αριστερά της g αντίστοιχα. 

Άρα, για τη συνάρτηση 
x

g(x) f (t)dt
α

= ∫  µε α≤x≤β αποδείχτηκε ότι είναι παραγωγίσιµη στο [ ],α β  

µε g (x) f (x)′ = .  

Αφορµές για συζήτηση στην τάξη 
Παρατηρήστε το σχήµα: 

.

x
E g(x) f (t)dtµικτ ΑΕΖ∆ α

= = ∫  
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