
Μαθηµατικά  Γ'Λυκείου 
Ανάλυση 

Άσκηση 2 

∆είξτε ότι η εξίσωση x x x2 5 7+ =  έχει µοναδική 
λύση 

Απόδειξη 

Για x=1 έχουµε 1 1 12 5 7 7 7 ύ+ = ⇔ = ισχ ει , άρα 
προφανής λύση η x=1. 

Έστω 
x x2 5f (x) 1
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 ορισµένη και 

παραγωγίσιµη στο R µε 
x x2 2 5 5f (x) ln ln

7 7 7 7
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 και 

2 5ln 0 ln 0
7 7
< και < , οπότε f (x) 0′ <  για κάθε 

x∈R. 
Άρα η συνάρτηση f  γνήσια φθίνουσα στο R, οπότε η 
αρχική εξίσωση έχει µοναδική λύση την x=1. 
Για τη Β' λυκείου 
Απόδειξη 

Για x=1 έχουµε 1 1 12 5 7 7 7 ύ+ = ⇔ = ισχ ει , άρα 
προφανής λύση η x=1. 
Έστω ότι έχει και άλλη λύση την x=ρ>1 , τότε 
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Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 
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7 7 7 7 7 7

ρ ρ ρ ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ < + ⇔ + < ⇔ < τοπο⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

Όµοια, αν η εξίσωση έχει και άλλη λύση την x=µ<1 καταλήγουµε σε άτοπο.  
Άρα, η εξίσωση έχει µοναδική λύση την x=1. 

∆ιδακτική Προσέγγιση 
Ζητάµε από τους µαθητές να διαβάσουν την εκφώνηση 
της άσκησης και να προσπαθήσουν να εξηγήσουν τι 
είναι αυτό που τους ζητείται να βρουν, ποια βασική 
µαθηµατική έννοια περιέχει, ποια είναι µε δικά τους 
λόγια (έτσι όπως αυτοί το κατανοούν) η γενική 
θεωρητική προσέγγιση  της έννοιας και πως αυτή η 
προσέγγιση µπορεί να τους βοηθήσει στη λύση. 

Βασικά σηµεία αναφοράς: 

∆εδοµένα  η µορφή της εξίσωσης (εκθετική)  
υποχρεωτικά από αυτήν θα ξεκινήσουµε ελέγχουµε 
αν η λύση µπορεί να βρεθεί µε απλή παρατήρηση και 
σύντοµες δοκιµές (αν δεν είναι προφανής τότε το 
µυαλό µας πηγαίνει σε θεωρήµατα ύπαρξης)  
προφανής λύση η x=1  κοιτάµε µε µεγάλη προσοχή 
τη µορφή της εξίσωσης και σκεφτόµαστε αν µας 
θυµίζει κάτι και σε καταφατική απάντηση ελέγχουµε 
αν µπορούµε να εργαστούµε µε παρόµοιο τρόπο και 
τώρα.  
Ζητούµενα  µοναδικότητα της λύσης x=1 
ανατρέχουµε στη θεωρία  µονοτονία συνάρτησης 

∆ιαπραγµάτευση: 

1ος τρόπος:  

Θεωρούµε τη συνάρτηση  
x x2 5

f (x) 1
7 7

= + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (και γιατί όχι την 

x x xf (x) 2 5 7= + − ; )  δείχνουµε ότι η f  είναι 
γνήσια φθίνουσα  κάθε γνήσια µονότονη συνάρτηση 
τέµνει τον άξονα x'x το πολύ σε ένα σηµείο  
µοναδική λύση η x=1. 

2ος  τρόπος: (την άσκηση µπορούν να 
διαπραγµατευτούν και µαθητές της Β' λυκείου) 

Προφανής λύση η x=1 έστω ότι έχει και άλλη λύση 
ρ>1 ή ρ<1  θεωρία εκθετικής συνάρτησης  άτοπο.  
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